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Sazetak. Diferencijalni racun ima vaznu ulogu u razvoju prakti¢ne primjene
matematicke analize. U ovom radu je obradeno pet osnovnih teorema diferencijalnog
racuna: Fermatov, Rolleov, Lagrangeov, Cauchyjev i Taylorov. Uz svaki teorem je

iskazan dokaz.

Kljucne rijeci: lokalni ekstrem, lokalni minimum, lokalni maksimum, neprekidna
funkcija, derivabilnost, stacionarna tocka, tocka infleksije, tangenta, sekanta, koeficijent

smjera, polinom, Taylorov red.

Abstract. Differential calculus has a significant role in the development of practical
use of mathematical analysis. This paper deals with basic theorems of differential
calculus. There are five basic theorems: Fermat’s, Roll’s, Lagrange’s, Cauchy’s and

Taylor’s theorem. Each theorem is presented with an appropriate proof.

Key words: local extremum, local maximum, local minimum, continuous function,
differentiability, stationary point, inflection point, tangent, secant, direction number,
polynomials, Taylor series.



1. UVOD

Teoremi koje ¢emo navesti u ovom radu su osnovni teoremi na kojima je bazirana prim-
jena diferencijalnog ra¢una. Prvi teorem koji uvodimo je Fermatov teorem, takoder
poznat kao i nuzan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema derivabilne funkcije. Zatim
prelazimo na Rolleov teorem koji daje uvjete uz koje postoji kriticna tocka funkcije.

Kao posljedice Lagrangeovog teorema o srednjoj vrijednosti dokazujemo korolare
koji pomazu pri odredivanju lokalnih ekstrema i intervala monotonosti funkcije. Slijedi
Cauchyjev teorem kao poopcenje Lagrangeovog teorema.

U posljednjem poglavlju dokazujemo Taylorov teorem. Taylorov teorem ima Siroku
primjenu: pri aproksimaciji funkcije polinomom uz odredenu pogresku aproksimacije,
kod odredivanja lokalnih ekstrema funkcije, pri rjesavanju diferencijalnih jednadzbi, te
mnoge druge.

Uz svaki teorem navedeni su primjeri zadataka, te pojedine primjene.



2. FERMATOV TEOREM

Radi boljeg razumijevanja sljedec¢eg teorema definirat ¢emo pojam lokalnog ekstrema.

Definicija 2.1 Funkcija f : (a,b) — R postize lokalni maksimum u tocki xo € (a,b)
ako postoji § > 0 takav da za svaki x € (xo — 0, z9 + 0) N (a,b) vriedi f(z) < f(xg),
odnosno

[z — 20| <= flz) < flzo).

Funkcija f u tocki xy € (a,b) posize lokalni minimum ako postoji § > 0 takav da za
svaki x € (xg — 6,20 4+ 6) N (a,b) vrijedi f(x) > f(xo), odnosno

|x —xo| <6 = f(x) > f(xg).

Teorem 2.1 (Fermatov teorem) Neka funkcija f : [a,b] — R wu tocki zy € (a,b)

ima lokalni ekstrem. Ako je funkcija f derivabilna u tocki xo, onda je f'(xq) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija f postize lokalni minimum u tocki z¢ € (a,b).
Prema Definiciji 2.1 postoji § > 0 takav da za svaki x € (xg — d, 20 + ) vrijedi

f(x) = f(xo).

Kako je xy € (a,b), bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostavit da je § dovoljno
malen tako da vrijedi (zg — d,29 + 0) C (a,b). Neka je Az € (—6,0). Tada vrijedi

f(zo) < f2o + Az),
odnosno
f(xo + Az) — f(z9) = 0 (1)

Funkcija f je derivabilna u g, pa prema definiciji derivabilnost (vidi [4, str.127]) vrijedi

f(zo + Az) — f(x0) .

Az— 0 Al’

Takoder vrijedi
f(wo) = [ (w0) = [} (w0)-
Neka je Az € (—4,0). Tada iz (1) dobivamo nejednakost

f(xo + Az) — f(x0) <0
Ax -

pa je
lim f(wo + Ax) — f(x0)
Az—s 0— Az

<0. (2)



Neka je sada Az € (0,6). Tada iz (1) dobivamo nejednakost
f(zo + Az) — f(z0)

>
Az =0,
pa je
Azx) —
Az— 0+ Ax

Kako je f'(z) = f' (x0) = f(20), iz (2) i (3) slijedi

f/(fl,’o) =0.
Time je teorem dokazan. a

Primjedba 2.1 (Geometrijska interpretacija Fermatovog teorema) Graf funk-
cije f koja zadovoljava uvjete Fermatovog teorema, u tocki lokalnog ekstrema ima tan-

gentu paralelnu s osi x, odnosno koeficijent smjera tangente jednak je nuli (vidi Sliku

1).

/
.

Slika 1: Geometrijska interpretacija Fermatovog teorema

Definicija 2.2 Neka je funkcija f : (a,b) — R derivabilna u tocki xy. KazZemo da je
xg € (a,b) kriticna (ili stacionarna) tocka onda ako je f'(xg) = 0.

Primjedba 2.2 Fermatov teorem daje nuzne uvjete za egzistenciju lokalnog ekstrema
deriwabilne funkcije. Odnosno, ako derivabilna funkcija f ima lokalni ekstrem u tocki
xo, onda je xo kriticna tocka funkcije f. Obrat, medutim, ne vrijedi. Pogledajmo na

sljedecem primjeru.

Primjer 2.1 Provjerimo da li vrijedi obrat Fermatovog teorema za funkciju f(x) = °

na segmentu [—2,2| (vidi Sliku 2).



Funkcija f je derivabilna, te je f'(zo) = 0, gdje je xy = 0. Medutim, funkcija f u
tocki zp nema lokalni ekstrem, veé tocku infleksije (vidi [4, str. 35]). Dakle, obrat

Fermatovog teorema ne vrijedi.

Slika 2: Graf funkcije f(z) = x°

Primjer 2.2 Provjerimo da li su ispunjeni uvjeti Fermatovog teorema za funkciju
f(z) =2 —|z| na segmentu [—4,4] (vidi Sliku 3).

Funkcija f postize lokalni maksimum u tocki xqg = 0, ali u toj tocki funkcija f nije

derivabilna. Dakle, nisu ispunjeni uvjeti Fermatovog teorema.
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Slika 3: Graf funkcije f(z) =2 — |z|



3. ROLLEOV TEOREM

Teorem 3.1 (Rolleov teorem) Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na seg-
mentu [a,b] ¢ derivabilna na intervalu (a,b). Ako je f(a) = f(b) = 0 onda postoji tocka
xo € (a,b) takva da je f'(xy) = 0.

Sljededi teorem ¢e nam pomoéi pri dokazu Rolleovog teorema (vidi [6, str. 350]).

Teorem 3.2 (Bolzano-Weierstrassov teorem) Neka je [a,b] segment realnih bro-
jeva i f :[a,b] — R neprekidna funkcija na |a,b]. Ako funkcija f nije konstanta, onda
je f(la,b]) = {f(x) | v € R} segment u R.

Dokaz. Promotrimo sljede¢a dva slucaja.
(a) Neka je funkcija f konstanta na [a,b]. Tada mozemo izabrati bilo koju tocku
xo € (a,b) takvu da je
f'(zg) = 0.
Time je dokazan teorem u ovom slucaju.
(b) Promotrimo slucaj kada funkcija f nije konstanta. Kako je f neprekidna na [a, b],

prema Teoremu 3.2 vrijedi da je skup f([a,b]) = {f(z) | = € [a,b]} takoder segment.
Neka je f([a,b]) = [A, B]. Prema pretpostavci je 0 = f(a) = f(b) € [A, B], pa je

A<L0<B.
Ako je
A=B ondaje A=B=0,

pa je f(x) = 0 za svaki x € [a,b]. Tada za svaki zg € (a,b) vrijedi f'(x¢) = 0, pa
je funkcija f konstanta §to je kontradikcija s pretpostavkom. Dakle, barem jedan od
brojeva A, B je razli¢it od nule.
Ako je

A<B i B>0,

onda postoji tocka xy segmenta [a, b] u kojoj f poprima globalni maksimum B. Iz
fl@o)=B>0 i f(a)=f(b)=0

slijedi da je z € (a,b). Prema Teoremu 2.1 je f'(z) = 0.
Ako je
A<B i B=0,

onda postoji tocka xy segmenta [a, b] u kojoj f poprima lokalni minimum A. Iz

flwg) =A<0 1 f(a)=f(b) =0

slijedi da je zg € (a,b). Prema Teoremu 2.1 je f’(x¢) = 0. Time je teorem dokazan. O



Primjedba 3.1 (Geometrijska interpretacija Rolleovog teorema) Neka graf de-
rivabilne i neprekidne funkcije f, koji sijece os x u rubovima a i b, ima tangentu u

svakoj medutocki od a do b. Tada postoji tocka xog u kojoj je tangenta paralelna s 0si x

(vidi Sliku 4).

Slika 4: Geometrijska interpretacija Rolleovog teorema

Primjer 3.1 Provjerimo da li su ipunjeni uvjeti Rolleovog teorema za funkciju
f(x) = %5 na intervalu [—7,7] (vidi Sliku 5).

Kao sto je vidljivo na samoj slici, funkcija f ima prekid u tocki z = 0 u kojoj nije
definirana. Dakle, uvjet neprekidnosti nije ispunjen, pa nisu ispunjeni uvjeti Rolleovog

teorema.
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Slika 5: Graf funkcije f(z) = =5



4. LAGRANGEOV TEOREM

Teorem 4.1 (Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti) Neka je zadana funk-
cija f : [a,b] — R koja je neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna na intervalu (a,b).
Tada postoji barem jedna tocka o € (a,b) takva da je

f(b) = fla) = f'(zo) (b — a). (4)

Jednakost (4) iz Teorema 4.1 moze se zapisati u obliku

f(b) = f(a)

b—a f'(@o).

Dokaz. Neka je zadan pravac y kroz tocke Ti(a, f(a)) i Ta(b, f(b)) (vidi Sliku 6)
definiran formulom
f(b) — f(a)

y(a) = fla) + = @ a),

Neka je funkcija g na segmentu [a, b] definirana formulom

odnosno
g(zx) = f(z) — f(a) - ﬁ(l’ —a).

Deriviranjem po varijabli x dobivamo

f(b) = fla)

g(@) = 1) - H

Funkcija g ispunjava sve uvjete Teorema 3.1, pa postoji tocka zg € (a,b) takva da je

¢ (o) = 0, odnosno

Sto povlaci

Time je teorem dokazan. a



fith)

ffa) |

Slika 6

Primjedba 4.1 (Geometrijska interpretacija Lagrangeovog teorema) Neka je
zadana sekanta s funkcije f odredena tockama Ti(a, f(a)) i To(b, f(b)). Tada postoji
tocka xo € (a,b) u kojoj ée tangenta na graf funkcije f bit paralelna sa sekantom s

(vidi Sliku 7). Koeficijenti smjerova sekante i tangente su jednaksi.

(k)

fia) ik

Slika 7: Geometrijska interpretacija Lagrangeovog teorema

Primjer 4.1 Provjerimo da li su ispunjeni uvjeti Lagrangeovog teorema za funkciju
f(x) = 2% — z definiranu na segmentu [—2,1] (vidi Sliku 8).



Funkcija f je neprekidna na segment [—2, 1] i derivabilna na intrevalu (—2, 1), pri ¢emu
je
f'(x) = 32% — 1.

Dakle, ispunjeni su uvjeti Lagrangeovog teorema, pa mozemo nadi tocku xy € (—2,1)
za koju vrijedi

f(1) = f(=2) = f(z0)(1 +2).
Bududi da je f(—2) = =1 1 f(1) = 0, dobivamo da je xo = 1 ili zy = —1. Kako je
xo € (—2,1) slijedi da je xg = —1.
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Slika 8: Graf funkcije f(x) = 2° — x

Korolar 4.1 Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna
na intervalu (a,b). Ako je f'(x) =0 za svaki x € (a,b), onda je funkcija f konstanta.

Dokaz. Izaberimo proizvoljan broj = € (a,b). Ocito vrijedi (a,z) C (a,b), §to
povlaéi da je funkcija f neprekidna na segmentu [a, x] i derivabilna na intervalu (a, z).
Tada prema Teoremu 4.1 postoji tocka zq € (a,z) takva da je

f(x) — f(a)

r—a

= f'(zo)- ()

Prema pretpostvci je f'(x) = 0 za svaki z € (a,b), pajei f'(z9) = 0 za zg € (a,x).
Tada iz (5) slijedi

f(@) = fla) = f(zo)(x —a) =0 (x —a) =0,

pa je
f(x) = [f(a).

Dakle, funkcija f je konstanta. Time je korolar dokazan. O
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Primjedba 4.2 Funkciju F : [a,b] — R nazivamo primtivnom funkcijom funkcije
f:la,b] — R ako vrijedi:
F'(z) = f(z) za svaki xz € [a,b].

Korolar 4.2 Neka su funkcije f,g : [a,b] — R neprekidne na |a,b] i derivabilne na
(a,b), te neka vrijedi f'(x) = ¢'(x) za svaki x € (a,b). Tada postoji konstanta ¢ takva
da je

f(x) =g(x) +c¢ za svaki x € [a,b].

Dokaz. Neka je funkcija F : [a,b] — R definirana
F(z) = f(z) —g(x) za svaki z € [a,b]. (6)
Deriviranjem dobijemo
Fl(z) = f'(z) — /().
Prema pretpostavci je f/'(z) = ¢'(x) za svaki x € (a,b), pa je
F'(x) =0 za svaki x € (a,b).
Prema Korolaru 4.1 funkcija F' je konstanta, odnosno postoji ¢ € R takav da je
F(x)=c¢ za svaki x € [a,b].
Odnosno, prema formuli (6) slijedi
f(z) —g(x) =c¢ za svaki x € [a, ],

Sto povlaci
f(z) =g(x)+c¢ za svaki x € [a,b].

Time je korolar dokazan. O

Primjedba 4.3 Neka su F,G : [a,b] — R bilo koje dvije primitivne funkcije od
funkcije f : [a,b] — R, te neka je ¢ bilo koja konstanta. Tada se funkcije F' i G

razlikuju za konstantu c, tj.
F(z)=G(z)+c zasvaki x € [a,b].

Korolar 4.3 Neka je zadana funkcija f : |a,b] — R koja je neprekidna na [a,b] i
derivabilna na (a,b). Tada

(a) funkcija f pada [strogo pada] na [a,b] onda i samo onda ako f'(x) < 0 za svaki
x € (a,b) [ako f'(z) <0 za svaki x € (a,b)]
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(b) funkcija f raste [strogo raste] na [a,b] onda i samo onda ako f'(x) > 0 za svaki

x € (a,b) [ako f'(z) >0 za svaki x € (a,b)].

Dokaz. Dokazimo slucaj pod (a) tj. da funkcija f pada na [a,b] onda i samo onda
ako f'(z) <0 za svaki z € (a,b).
1. Pretpostavimo da funkcija pada na [a, b]. Neka je xy € (a, b) proizvoljna tocka. Treba
pokazat da je f'(z) < 0 za svaki x € (a,b). Neka je Ax takav da (g — Az, xg+ Ax) C
(a,b). Tada vrijedi

f(xo + Ax) f(zo) za Az >0,
flzo+Az) > f(xg) za Ax<O.

IA

Promotrimo sljedeéi kvocijent

f(zo+ Az) — f(x0)
Az

f(xo + Az) — f(x0)
Az

< 0 za Ax>0,

< 0 za Az <0.

Dakle, bez obzira na Az, vrijednost kvocijenta se ne mijenja. Tada prema definiciji

derivacije funkcije f u tocki zo (vidi [4, str. 127]) vrijedi

Time je dokazan prvi smjer.

2. Dokazimo sad obrat. Pretpostavimo da vrijedi f'(z) < 0 za svaki z € (a,b). Neka su
x1, 22 € [a,b] takvi da x; < z5. Prema Teoremu 4.1 postoji tocka z¢ € (x1,22) C (a,b)
takva da vrijedi

f(za) — f(z1)

To — T

= f'(wo).
Prema pretpostavci je f/'(zg) < 0, pa je

f(za) — f(21)

To — X1

<0.

Kako je x9 — 21 > 0, onda je
f(x2) — f(x1) <0,
odnosno

f(z) < f(m1).

Dakle, funkcija f pada na [a, b]. Time je dokazan slucaj (a). Ostali slu¢ajevi dokazuju

se analogno. O
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(a) funkcija f (b) funkcija f

Slika 9: Grafovi funkcija f(z) = 22® — 322 — 6z + 21 f'(2) = 62% — 5z — 6

Primjer 4.2 Odredimo intervale rasta i pada funkcije f(x) = 22 — 22% — 62 +2 (vidi
Sliku 9 (a)).

Deriviranjem funkcije f dobijemo f'(z) = 62* — 5z — 6 (vidi Sliku 9 (b)).

Kako je f'(x) > 0 zasvaki x € [} = ( 00, ?) ( ) onda funkcija f strogo raste
na intervalu ;. A kako je f'(z) < 0 za svaki z € I, = (TQ, %), onda funkcija f strogo
pada na Is.
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5. CAUCHYJEV TEOREM

Teorem 5.1 (Cauchyjev teorem) Neka su funkcije f,qg : [a,b] — R neprekidne na
segmentu [a,b] i derivabilne na intervalu (a,b). Ako je ¢'(x) # 0 za svaki x € (a,b),
onda je g(a) # g(b), te postoji tocka xo € (a,b) takva da je

= : (7)

be) = f1a) = @) - LI =T g00) — ga)
Deriviranjem dobivamo
i) = £1a) - L= o), ®)

Uocimo da je funkcija h dobro definirana tj. g(a) # g(b). Dokazimo kontradikcijom.
Kada bi vrijedilo g(a) = ¢(b) uz pretpostavke da je g neprekidna na segmentu [a, b]
i derivabilna na intervalu (a,b), onda bi po Teoremu 4.1 postojala tocka zo € (a,b)
takva da

9(b) — g(a) = g'(x0) (b — a),
odnosno
0= g'(20)(b — a).
Tada bi slijedilo
g'(x9) =0
sto je kontradikcija s pretpostavkom da je ¢'(z) # 0 za svaki z € (a,b). Dakle,

funkcija h je dobro definirana. Prema Teoremu 3.1 postoji tocka zg € (a,b) takva da
je h'(z9) = 0. Uvrstavanjem u jednakost (8) dobivamo

oy = f@)
f'(xo) (0) —g(a)g( 0) =0,
odnosno
f(0) ~ f(a) _ fla0)
g(b) —g(a)  g'(xo)
Time je teorem dokazan. O

Primjedba 5.1 (Geometrijska interpretacija Cauchyjevog teorema) Geometri-
jska interpretacija Cauchyjevog teorema analogna je geometrijskoj interpretaciji La-

grangeovog teorema o srednjoj vrijednosti. (vidi Primjedbu 4.1).
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Primjedba 5.2 Cauchyjev teorem je poopcenje Lagrangeovog teorema. Uocimo da

zamgjenom g(x) = x za svaki x € [a,b] u jednakosti (7) dobivamo

£(b) = fla) _ f(x0)
b—a 1

sto je ekvivalentno izrazu u Lagrangeovom teoremu.

Primjer 5.1 Provjerimo da li su ispunjeni uvjeti Cauchyjevog teorema za funkcije
f(z) =sinx i g(x) = cosz na segmentu [0, 5] (vidi Sliku 10).

Funkcije f i g su neprekidne na [0, 7] i derivabilne na (0, 5). Deriviranje dobijemo

f'(x) =cosz i ¢'(x)=—sinuz,

odakle vidimo da je ¢'(z) # 0 za svaki x € (0,%). Dakle, zadovoljeni su svi uvjeti

Cauchyjevog teorema. Sada mozemo naci tocku xy takvu da je

=

Q
S
INIERINTE
S~—
|
Q
—
S
N—
QQ\
—
N
o
N—

Kako je
f0)=0, f (g) =1, ¢9(0)=1, ¢ (g) =0,

uvrstavanjem u formulu (9), dobijemo da je tocka zg = 7.

Slika 10: Graf funkcije f(z) =sinz 1 g(x) = cosx
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6. TAYLOROV TEOREM

Teorem 6.1 (Taylorov teorem) Neka je zadana funkcija f : (a,b) — R koja ima
(n + 1)-vu derivaciju na intervalu (a,b), te neka je xy € (a,b) i p bilo koji prirodan

broj. Tada za svaki x € (a,b) postoji realan broj & izmedu xqy i x takav da vrijedi

/ (2) (n)
f@) = flao)+ L0 g L0 oy L)
+ Bulf20;), (10)
gd]e je p n+1
Rl i) = (22 ) 2 e, (1)

Formulu (10) nazivamo Taylorovom formulom funkcije f u tocki zg, a polinom

! (2) (n)
T,(f. ;) = Flao) 4 00 1 ) L) e

T (x—m0)?+- -+

(z =) (12)

nazivamo n-tim Taylorovim polinomom funkcije f u tocki zo. Za (11) kazemo da je
n-ti ostatak funkcije f u tocki zy.

Dokaz. Uzmimo neku tocku z € (a,b), te ju fiksiramo. Neka je zy < x. Iz (10)
slijedi da je
Treba pokazati da postoji § € (a,b) takav da je
z—z0\" (x — €)™+
x—E& nlp

Neka je t nezavisna varijabla koja poprima vrijednosti iz segmenta [xg, z]. Definirajmo

Rulf,00:2) = ( ().

na segmentu [xg, ] pomoénu funkciju ¢ formulom

(z —1)"

odnosno
/ (2) (n) z — )P
ott) = 1)1 -L P -0 tpe 0 ooy B (1200,

Funkcija ¢ je neprekidna na [zg,x] 1 derivabilna na (zg,z). Provjerimo da li vrijedi
¢(x0) = ().

(x — 2y

(z — )P
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Ola0) = fa) = Tl 0) = {50 B i),
odnosno
¢(zo) = f(x) — Tu(f, x0; ) — Ru(f, w03 2) = 0. (14)

Iz (13) i (14) slijedi da je ¢(z) = ¢(xo). Dakle, zadovoljeni su svi uvjeti Teorema
3.1, pa postoji tocka £ € (zg,x) takva da je ¢/(§) = 0. Deriviranjem funkcije ¢ po
varijabli ¢ dobivamo

' (2) (2) (3)
o) = s+ |52 - 0@ o] ¢ [F20w 0 - D -ap| 4
() P A () n
+ [(n_1>'(n—l)(x—t) 2 - (n_l)!(x—t) 1}
(n) (n+1) _ $)p—1
| Dt - o = E O o] 42 7 i),
Svi ¢lanovi, osim zadnja dva, se pokrate, pa dobivamo
, Fr() o, (@t
¢'(t) = _T(x —t) +pm n(f, 20; ).
Uvrstavanjem ¢t = &, te iz ¢'(£) = 0 dobivamo
(n+1) _ \p—1
0= —fT!(@(l’ - )" +p%3n(ﬁ 03 T),
odnosno
Fr(E) n (T — )
Ru(f,woia) = (a2 = &)" p(x_—gsp_l
B T — I p ($_£)n+1 (1)
- () e
Time je teorem dokazan. O

Primjedba 6.1 Promotrimo n-ti ostatak funkcije f, odnosno R, (f,xo;z) iz (10).
Prema Taylorovom teoremu, tocka & lezi izmedu xq i x. Tada postoji @ € R, 0 < 0 < 1,
takav da

€ =x0+0(x — xo).

Sada je

E—x9 = 0O(x—x)
r—& = (x—u1x0)(1—=0).
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Stoga, n-ti ostatak R, (f,xo;x) moZemo pisati u obliku

_ D _ n+l/q1 _ A n+1
Rn(f, To; 37) _ (x _(io)pa(:i)_ 9);) ] (l’ x(]) n'z(?l ) f(n+1)[370 + 9(.73 N 1‘0)],
odnosno
Rn(fa Zo; ZL’) = (x — xO)n—H(l — 6>n_p+1 f(n+1)[l'0 + 9(17 — 1'0)]

nlp
S obzirom na p, razlikujemo dva vazna slucaja.
(a) Ako p =n+ 1, tada

(ZE _ I0>n+1

o) = Sy o+ B — o) (15)

nazivamo Lagrangeov oblik ostatka.
(b) Ako je p =1, tada

(x — )" (1 — O)"
n!

Rn(f7x07x) = f(nJrl)[:CO—i_e(x_‘To)]

nazivamo Cauchyjev oblik ostatka.

Primjer 6.1 Odredimo Taylorov polinom n-tog reda u okolini tocke xq = 0 za funkciju

flx) = .

Najprije izracunajmo prvih nekoliko derivacija funkcije f u tocki z.

odnosno

f/(()) =1, f(2)(0) =2, f(?’)(O) =6, f(4)(0) — 94
Sada, uvrstavanjem u (12) dobivamo Taylorov polinom n-tog reda:
Tn(f7$0§x) =l4z+a>+23+- 42"

Primjedba 6.2 Neka je o = 0. Tada formulu (10) nazivamo Maclaurinovom formu-

lom, a polinom (12) n-tim Maclaurinovim polinomom koji glasi

' (2) (n)
f(xz) = f(0)+ fl(!o):ch / 2!(0)x2+---+ ! n!(O)xn'

Uocimo da Taylorov red funkcije f u okolini tocke xq glasi

/ (2) (n)
f(zo) + / (19!60) (x —x9) + f 2(!%) (x —20)* 4 - + / n(!%) (x—z0)" +---  (16)

a Maclaurinov red
! @) (n)

f(0) + f(o)%L e (0>x2—|— + / <O):c"+~~ (17)
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Primjer 6.2 Odredimo Maclaurinov red za funkciju f(x) = In(1 — x).

Izracunajmo nekoliko prvih derivacija funcije f u tocki xzy = 0.

) — 1 Oy — 3 (p) = 2 ) (p) = 0
=g MPO=g—ym PO=g—w M@=g—"m3"

odnosno
f0)==1, f20)=-1, f90)=-2, f9(0) = 6.

Sada, uvrstavanjem u (17) dobijemo Maclaurinov red koji glasi

Teorem 6.2 Taylorov red (16) konvergira broju f(x), z € (a,b), onda i samo onda
ako je
lim R, (f,zo;x) = 0.

n—oo

Dokaz. Uoc¢imo da je n-ti Taylorov polinom (12) ujedno i n-ta parcijalna suma
Taylorovog reda (16). Iz (10) dobivamo

f(l‘) - Tn(.fa ZL‘Q;$) = Rn(fv [L‘O;ZL‘).

Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Tada dobivamo

[f (@) = To(f, wo; 2)| < &

onda i samo onda ako je
|Ri(f, 203 2)| < e

Odnosno vrijedi
lim T,(f,z0;x) = f(x)

n—oo

onda i samo onda ako je
lim R, (f,zo;x) = 0.

n—oo

Time je teorem dokazan. O

Teorem 6.3 Neka je zadana funkcija f : (a,b) — R i neka je xo € (a,b). Ako postoje
realni brojevi 6 > 0 i M > 0 takvi da funkcija f ima derivacije svakog reda u okolini

tocke xq, te da svaki x € (xg — 0,20+ 0) @ za svaki n € N vrijedi
f® ()] < M,

onda je
lim R,(f,xo;x) = 0.

Odnosno, Taylorov red (16) konvergira broju f(x) za svaki x € (xg — J,z9 + 0).
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Dokaz. Iz Lagrangeovog oblika ostatka (15) dobivamo ocjenu

($ B x0>n+1 (n+1)
0 < [Ru(f,z0i2)] = W‘f [0 + 0(z — x0)]
1 n "
< G @t b - )] @ - o)™
|z — x0|”+1M
(n+1)!
Buduéi da je
i =Tl
n—oo (n+1)! ’

prijelazom na limese dobivamo

lim R,(f,xo;x) = 0.

n—oo

Time je teorem dokazan. O

Primjer 6.3 ( Preuzeto iz [4] ) Napisimo Maclaurinov red za eksponencijalnu funkciju

1 trigonometrijske funkcije, te provjerimo konvergenciju.

(i) Eksponencijalna funkcija x — e”.
Uoc¢imo da za svaki £ € N vrijedi

Tada su za proizvoljni M > 0 sve derivacije ove funkcije na segentu [— M, M] ogranicene
s eM. Prema Teoremu 6.3, Maclaurinov red ove funkcije konvergira prema e* za svaki
x € [—=M, M], odnosno

x  z?

6_1+ﬂ+§+...+m+---_2%n!, za svaki z € R.
n=

(ii) Trigonometrijske funkcije x + sinz i x — cosz.

Promotrimo prvih par derivacija funkcije f(x) = sinz.
fl(x) =cosz, fP)=—sinz, [fOx)=—cosz, [P (z)=sinz,
a za r = 0 vrijedi
Fo)y=1, f20) =0, fP0)=-1, f20)=o0.
Dakle, apsolutne vrijednosti svih derivacija su ograni¢ene s 1, odnosno

’f(")(x)} <1, =zasvaki z€R.
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Maclaurinov red ove funkcije konvergira prema sin x za svaki z € R, odnosno

23 b g2 o0 201 .
smx—:p—y—l—a—---+(—1) m Z: 2n+1) za svaki x € R.
Promotrimo sada prvih par derivacija funkcije f(x) = coszx.

fl(x) = —sinz, f@x)=—cosz, f(z)=sinz, [fH(z)=cosz,

a za r = 0 vrijedi

f10)=0, fP0)=-1, f&0)=0, [fU0)=1
Dakle, vrijedi
‘f(")(x)} <1, zasvaki x€R.
Maclaurinov red ove funkcije konvergira prema cos z za svaki x € R, odnosno
2 4 2n 0 2n

cosx—l—%+%—---+(—1)"$ .+...:nzzo(—1)”$ ' za svaki x € R.

Primjedba 6.3 Za beskonacno puta deriwvabilnu funkciju f kaZemo da je analiticka
u tocki xog ako postoji interval (a,b) takav da njezin Taylorov red u tocki xy € (a,b)
konvergira broju f(x) za svaki x € (a,b). Funkciju koja je analiticka u svakoj tocki

svoje domene nazivamo analitickom funkcijom.
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