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Uvod

Sigurna sam da o¢ekujete dobro obrazlozenje zasto sam uzela ovu temu za maturalnu radnju.
Mnogi bi mogli prigovoriti kako odabrana tema nije tema za Skolu, a kamoli za maturalni rad iz
matematike. Koliko god se nekima ¢inilo neozbiljno obradivati kartaske trikove u Skoli gdje su
karte strogo zabranjene, toliko je meni ta tema bila izazovna i egzotic¢na.

Trikove koje sam obradila u ovoj radnji svo svoje objaSnjenje imaju u matematici, Sto ¢e reci da
pri izvodenju bilo kojeg od ovih trikova ne koristim tudu nepaznju, prijevaru, magiju ili ¢aroliju
osim caroliju matematike. Ovi trikovi su «Cisti» odnosno dokazivi, te ih svatko moze izvesti, a
da i ne zna zasto i1 kako oni funkcioniraju. Jo§ od malena znam trik s 21 kartom, (str. 2) i koliko
god puta ga izvodila on je uspio, a da nisam znala zaSto. Jednom sam ga odlucila pokazati svom
profesoru iz matematike i upitala ga zna li on zasto trik uvijek «radi». Profesor je rekao da ¢u mu
to objasniti na maturi. Upravo je to razlog zasto piSem radnju iz matematike na tu temu.

Pocela sam sakupljati trikove koje je moguée matematicki objasniti, te je iz jedne Sale to
preraslo u radnju koja obuhvaca opis Sest kartaskih trikova i njihovo matemati¢ko objaSnjenje.
Veci dio trikova da se objasniti jednostavnim funkcijama zbrajanja i oduzimanja, dok drugi
trikovi zahtijevaju znanje iz permutacija i kombinatorike, kao 1 poznavanje matematickih

nizova.



Trik s 21 kartom

Za izvodenje ovoga kartaskoga trika, potrebna vam je 21 karta, iz standardnog Spila karata*.
Karte polozite na stol i kazete promatracu da odabere i zapamti jednu od 21 karte. Bitno je
napomenuti da onaj koji izvodi trik, ne smije znati koju je kartu promatra¢ izabrao.

Kada je promatra¢ odabrao kartu, podignete sve karte sa stola. Promatracu kazete da Cete dijeliti
karte u tri stupca, te da pozorno prati kako bi vam, na kraju mogao re¢i u kojem je stupcu njegova
karta.

Karte dijelite okomito, jednu za drugom, u tri stupca. Kada podijelite sve karte, pitate promatraca
u kojem je stupcu njegova karta (prvom, drugom ili tre¢em). Stupac u kojem se nalazi
promatraceva karta, stavljate u sredinu, izmedu preostala dva stupca karata. Isti postupak ponovite
jos$ dva puta. Bitno je da promatra¢ dobro motri svoju kartu, da vam tocno kaze u kojem je stupcu
njegova karta, i da svaki put taj stupac stavite izmedu preostala dva.

Nakon §to ste isti postupak ponovili tri puta, odbrojite 10 karata sa vrha Spila i okrenite 11. kartu.
Na iznenadenje vaSeg promatraca, upravo je to karta koju je on izabrao izmedu 21 karte. Ako va§
promatra¢ pomisli da je rije¢ o slucajnosti, izvedite trik jo§ jednom. A, ako ni tada nece vjerovati,
neka sam pokusa izvesti ovaj jednostavan trik 1 uvjeri se da i on moze biti «madionicary.

Ovaj pomalo ¢aroban trik, ne skriva magiju ve¢ zanimljiv matematicki niz.

*standardni Spil karata sadrzi 52 karte. Vrijednosti se krec¢u od 2,3,4,5,6,7,8,9,10, decka(B), dame(D),

kralja(K) i asa(A), kroz Cetiri boje, odnosno oblika: karo4, Zirs, pike i srce®.



Matemati ¢ko objasSnjenje prvog kartaskoga trika

Kako karte nizemo po stupcima, tako svakoj karti pridruzimo njenu poziciju. Tako ¢e 1. karta u
prvom stupcu imati poziciju 1, prva karta u drugom stupcu poziciju 2, prva karta u 3. stupcu
poziciju 3, druga karta u prvom stupcu poziciju 4, i tako sve do zadnje 21. pozicije, a to je sedma
(zadnja) karta u tre¢em stupcu.
Dakle u 1. stupcu nalaze se karte sljedecih pozicija: 1, 4,....,19 odnosno sve karte za koje vrijedi
3n+1 za n=0,1,2,....6
U 2. stupcu nalaze se karte pozicija 2,5,....,20 odnosno 3n+2 za n=0,1,2,...,6

U 3. stupcu nalaze se karte pozicija 3.,6,....,21 odnosno 3n+ 3 zan=0,1,2,...,6

l.stup. 2.stup. 3.stup. f(l) (fof)(l) (fofof)(l)

1 2 3 - 8 - 10 - 11
4 5 6 - 9 - 10 - 11
7 8 9 - 10 - 11 - 11
10 11 12 - 11 - 11 - 11
13 14 5 - 12 - 11 - 11
16 17 g8 - 13 - 12 - 11
19 20 21 - 14 - 12 - 11

Stupac u kojem se nalazi odabrana karta (kao Sto je opisano u postupku izvodenja trika)
stavljamo u sredinu (izmedu preostala dva stupca). Uo¢imo da u opisanom preslikavanju nakon
svaka tri broja karta poveca vrijednost za 1, dakle za 1=1,2,3 je f (|)=8, zal=4,56je f (I )=9,

itd.



Ovo preslikavanje mozemo zapisati funkcijom:

| -1

f (I) ={TJ+8 , 1=1,23....... 215 gdje je {%J nejvece cijelo od I_l.

3
Iz naseg primjera vidimo da ova funkcija realnom broju, X[JR, pridruzuje najveci cijeli broj koji

je manji od njega, tj. zapiSemo X=A+a, gdjeje ALZ i a D[O,1> , tada je LXJZLA-FO'J =A.

U naSem primjeru za | =1 je{l%J :{%J :LO+0J =0, zal=2 je {%J :[0+%J =0

-1 1 -
zal=3je {%J={O+§J=O, za | =4 je %J=L1+OJ=1,za =5 je

STl o e 1=1ge |2 2|6+ 2 | =6.
3 3 3| 3

U ovom triku funkcija f predstavlja stavljanje stupca, u kojem je odabrana karta, u sredinu.

Odabrana karta mozZe biti za bilo koji broj 1=1,2,3,...,21. Prvim korakom dobivamo

f(l )={|%1J+8.

Ponovnim stavljanjem stupca s odabranom kartom u sredinu vr§imo kompoziciju funkcije, t;.

odabrana karta sada ima vrijednost [I%IJ +8 1 funkcija f djeluje na taj

broj ovako f&I%JH%j: (1 (1)) = (fof)(1)

Sada dobiveni broj pripada odabranoj karti te ponovnim stavljanjem u sredinu tj.

djelovanjem funkcije f na taj broj {Tl J +10 dobivamo i tre¢u kompoziciju.



Sada je (fofof)(l)

J+11, zasve 1=1,2,3..,.21 je (fofof )(1)=11jer je [

-1

27

|0



Memori trik

Za izvodenje ovog kartaskog trika potrebno vam je bilo kojih 20 karata iz Spila. Karte podijelite
u 10 parova (svaki par sadrzi dvije karte). Promatracu kazete da dobro zapamti jedan par karata, od
ponudenih deset. (Kao i u prethodnom triku izvodac trika ne zna koji je par promatra¢ odabrao).

Nakon §to je promatra¢ zapamtio jedan par, pazljivo sakupite sve parove sa stola, paze¢i da
pritom ne izmijeSate parove. Dvije karte koje su bile zajedno na stolu, moraju i nakon §to ih
pokupite i stavite u ruku ostati par (i tako svih deset parova). Nakon Sto ste pokupili svih deset
parova (20karata) sa stola, i drzite ih u ruci, polazete svaku kartu na njoj tocno odredenu poziciju
unutar cetiri retka i pet stupaca. Slaganje odabranih 20 karata, odnosno 10 parova, slazemo prema
tocno odredenom redu, tako da svaka karta ima svoju poziciju unutar spomenutih redaka i stupaca,
kao u igri memori. Radi lakSeg izvodenja trika dobro se posluziti ovim rije¢ima: MARIA,

VIVET, PROPE, MUTUO.

MI|]A||R|IT]|lA

MU ||T||U||lO

U ponudenim rijec¢ima svako se slovo pojavljuje samo dva puta, (dakle ono predstavlja jedan par

karata) na to¢no odredenom mjestu. Kada karte (koje ne moraju biti par ni u znaku, ni u
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vrijednosti, ve¢ ih veZe samo isto slovo) razvrstate prema danoj shemi, na promatracev odgovor u
kojem se redu/redovima nalazi njegov par, to¢no ¢ete znati o kojim je dvjema kartama rijec,

odnosno koje su njegove karte koje je odabrao na samom pocetku trika.
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Matemati ¢ko objasSnjenje drugog kartaskoga trika

Bijekcija parova karti sa slovima matemati¢ka je osnova ovoga trika. No da bi spomenuta
bijekcija funkcionirala vazno je rasporediti slova (karte) u 4(retka) x 5(stupaca) prema odredenim
pravilima.

U svaki redak mozemo smjestiti najvise jedan par, u suprotnom ne bismo znali o kojem se paru
karata radi. Ako u svakom retku imamo po jedan par (kao $to je prikazano u ponudenoj shemi u
opisu samog trika) locirali smo 4 para, te nam je ostalo jo§ Sest parova koje valja smjestiti na
preostala prazna mjesta, ali tako da ¢lanove dvaju razli¢itih parova ne smjestimo u zajednicki
redak. Nacin na koji smo to ucinili moze se potkrijepiti sljede¢im raCunom. Broj redaka je 4,

dakle broj nacina na koliko je moguce od 4 redaka odabrati dva u koja ¢emo smjestiti par je

(%j = 6 toc¢no onoliko razli¢itih nac¢ina koliko nam je jo§ parova preostalo.

1. redak — tri razli¢ita slova*®
2. redak — dva razli¢ita slova + jedno kao iz prvog retka
3. redak — jedno razli¢ito slovo + jedno kao iz prvog retka + jedno kao iz drugog retka

4. redak — jedno kao iz prvog retka + jedno kao iz drugog retka + jedno kao iz treceg retka

*slovo- jedno mjesto unutar retka, koje sa istim slovom ¢ini par
U ovom triku preostalih Sest parova razmyjestili smo tako da smo u prvom retku preostala tri
mjesta od pet (u svakom retku dva mjesta zauzima par) popunili s tri nova slova (slovo oznacava

dio para, koji s istim takvim ¢ini par). U drugom retku stavili smo jedno slovo koje sa slovom iz
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prvog retka Cini par, i dva nova slova. U tre¢em retku od tri nova slova jedan je u paru s prvim
redom, a drugi svoj par ima u drugom retku, dok trece jo§ nema svoga para. U ¢etvrtom retku od
tri nova slova, jedan je u paru sa slovom iz treceg retka, drugi u paru sa slovom iz prvoga retka i
treci je u paru sa slovom iz drugoga retka. Radi lakSeg razumijevanja pogledajte shematski prikaz

u opisu trika.
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4 asa

Za izvodenje ovog kartaSkog trika potreban je cijeli Spil karata. No prije samog pocetka trika
potrebno je od Spila odvojiti sve aSeve (njih Cetiri) i sve karte od 2-9 samo jedne boje. Nakon Sto
ste to ucinili na vrh $pila prvo polozite sve aseve, a potom karte od devet do dva, tako da je devetka
na zadnjem asu a dvojka na samom vrhu Spila.

Promatracu kaZete da vam kaze jedan broj od 11 do 19. Uzmimo za primjer da je va$ promatrac
rekao broj 15. Vi tih 15 karata odbrojite, sa prethodno pripremljenog Spila, i polozite na stol. Zatim
zbroj znamenaka (promatracevog) odabranog broja, u ovom slucaju (zbroj znamenaka 1 i 5) to je
broj 6, odbrojite natrag na vrh preostalog Spila, a sljede¢u kartu (u ovom sluc¢aju) 7. kartu otvorite
na stol. Karta koja ¢e se pojaviti na stolu je jedna od aSeva. Ostatak karata koje drZite u ruci vratite
na vrh Spila.

Ovaj algoritam ponovite jo§ dva puta, tako Cete dobiti sljede¢a dva asa. Na stolu su tri asa, a u
Spilu se krije jo§ jedan, do kojeg cete doc¢i na sljede¢i naCin. Svom promatracu kazete da sada
izabere jedan broj od 1 do 9. Pretpostavimo da je promatra¢ rekao broj 6. Sest karata ¢ete odbrojiti
sa vrha Spila, polazu¢i ih zatvorene na stol, dok ¢ete Sestu kartu otvoriti.

Na toj karti ¢e vam pisati koliko je jo§ karata preostalo do zadnjeg asa. Brojite od jedan do tog
broja kojeg pokazuje ta karta, ali tako da brojite i1 tu kartu. Primjerice ako ta karta pokazuje broj 4,
brojite tu kartu 1 1 tako sve do 4. Tu Cetvrtu kartu otvarate jer upravo je to posljednji as u Spilu.
Zvuci nevjerojatno, no ipak je moguce!

Vrlo jednostavno, to ¢emo dokazati i matematicki.
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Matemati ¢ko objaSnjenje tre ¢eg kartaskoga trika

Nacin na koji smo pronasli prva tri asa jednak je opisanom postupku pa tako i matematickom
dokazu iz petog trika (str. 14-15).
Kako smo dosli do posljednjeg (Cetvrtog) asa u Spilu, koji se nalazi ispod redom poredanih 8
karata, tako da se na asu nalazi dvojka a na vrhu Spila devetka, matematicki ¢u objasniti na
sljedeci nacin.

Izabrani broj kD{2,3,...,9} odbrojili smo do k-te karte koju smo potom okrenuli. Na njoj je
broj 9-k+1 jer brojevi na kartama ¢ine padajuci niz 9,8,7,...,2.
Budu¢i da je to broj karata do asa, ta k-ta karta pokazuje nam koliko je karata preostalo do

posljednjeg asa u Spilu.



12

Pogadanje karte s dna Spila

Za izvodenje ovog trika takoder je potreban cijeli $pil karata. Promatracu pruZite karte i kaZete
mu neka ih izmijesa i neka zapamti kartu koja je na dnu Spila. Kada je to u€inio vra¢a vam karte ali
tako da vi ne mozete vidjeti donju kartu.

Uzimate $pil i sa vrha $pila stavljate jednu po jednu kartu na stol (ne otvarajuci ih) sve do 12.
karte. Nakon toga zamolite promatraca da otvori bilo koje Cetiri karte sa stola. Kada je to ucinio,
ostatak karata (njih 8) skupite i vracate na dno Spila.

Uzmimo za primjer da su promatraceve karte, koje je otvorio, bile: 3, 5, 7 i kralja (K). Sljedece
Sto vam je ¢initi jest nadopuniti vrijednosti ovih karata do 10. Na kartu vrijednosti 3 stavit Cete
sedam karata; na kartu 5, pet karata; na kartu 7, tri karte, a na kralja necete staviti niSta jer on ve¢
vrijedi deset (kao 1 desetka, decko(B), dama(D), 1as(AS)).

Kada ste nadopunili vrijednost karata do deset sljedece Sto vam je Ciniti je zbrojiti vrijednosti tih
Cetiriju karata (onih cetiriju koje je promatra¢ otvorio). U naSem slucaju to izgleda ovako:
3+5+7+10=25.

Drzite $pil karata u ruci i kazete promatracu da broji do 25. Vi ih zatvorene polazete na stol, a
25. kartu otvarate. Upravo je to karta s dna Spila, koju je promatrac vidio i

zapamtio, na samom pocetku izvodenja trika
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Matemati ¢ko objaSnjenje ¢éetvrtog kartaskoga trika

U opisu trika vidimo da se traZzena karta nalazi na 40. mjestu, broje¢i odozgo. Takoder zbroj
opisanih Cetiriju hrpa daje 40. Budu¢i da je iz Spila izvu€ena razlika zbroja do 40 zbroj odabranih
karata odgovara upravo broju karata do trazene karte. Tu tvrdnju mozemo zapisati pomocu
jednadzbi.

Al1+KI1=10

A2+K2=10

A3+K3=10

A4+K4=10

K1, K2, K3, K4 vrijednosti su Cetiriju otvorenih karata

Sada je A1+A2+A3+A4 ukupan broj karata koje smo odstranili iz Spila pa je broj preostalih

karata iznad trazene karte 40- (A1+A2+A3+A4) = K1+K2+K3+K4
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Zanimljivost zbrajanja i oduzimanja

U izvodenju ovog kartaskog trika takoder su ukljucene sve karte iz Spila. Karte pruzite promatracu
1 kaZete mu neka ih dobro izmijeSa. Dok mijeSa karte neka zamisli jedan broj izmedu 10 1 19. Kada
je to ucinio neka zamisljen broj karata odbroji sa vrha $pila u novu skupinu karata i odlozi na stol.
Neka to ¢ini vrlo tiho, kako vi ne bi znali koliko je karata on odbrojio, a ni vidjeli (jer ste mu cijelo
vrijeme okrenuti ledima).

Zamolite promatraca da uzme u ruku manji dio Spila, (taj kojeg je odbrojio) recimo da je u
njemu 16 karata 1 neka zbroj tih znamenaka, dakle u ovom slucaju 7, odbroji natrag na veci dio
Spila. Nakon §to je i to ucinio kazete mu neka dobro zapamti donju kartu s manjeg Spila i poloZi taj
S$pil na ovaj veci.

Karta koju je promatrac¢ vidio 1 upamtio nalazi se negdje u Spilu i €ini se kako nema nacina da ju
vi otkrijete. No, situacija ne moze biti jednostavnija. Odbrojite devet karata s vrha Spila i tu devetu

otvorite. Ta karta je naravno, promatraceva karta!
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Matemati ¢ko objasSnjenje petog kartaSkoga trika
Ako izabranom broju od 10 do 19 oduzmemo zbroj njegovih znamenaka, uvijek ¢emo dobiti
broj 9. Zvuc¢i nevjerojatno, no matematicki se ta zanimljivost razlike zbroja moze vrlo
jednostavno objasniti.
Uobicajeno je brojeve u pozicijskom sustavu zapisati na sljedeci nacin

la=10+a

aD{0,1,2...,9}

la-(1+a)=10+a-1-a
=9
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MFL trik

Ime MFL trik, dala sam zato §to sam ga pronaSla u Matematicko-fizickom listu. Ovaj trik je
drugacijeg karaktera od prethodnih pet trikova, te sam ga zbog toga uvrstila kao posljednjeg u
svoju radnju. Ono §to je kod njega drugacije u odnosu na sve ostale trikove, jest to da onaj kojem
se trik izvodi mora biti viSe ukljucen u sam trik, odnosno zahtijeva vecu pozornost. Da bi se trik
uopée mogao izvesti potrebno je minimalno znanje iz permutacija, koje mora imati izvodac trika,
kao 1 promatrac, koji u ovom slucaju nije samo promatra¢ ve¢ je vazna karika u samom triku. O
¢emu se zapravo radi?

Izmedu petero nasumce izvucenih karata iz Spila, uvijek ¢e barem dvije biti jednake boje (znaka),
zato jer u Spilu postoje samo Cetiri razliCite boja (srce, karo, pik i zir). Jednu kartu otvoreno
polozite na stol, dok drugu, koja je iste boje, polozite na stol zatvorenu. Onaj kojem se trik izvodi
mora pogoditi vasu kartu, a vi ¢ete mu pomoc¢i da dode do trazene karte pomocu preostalih triju
karata koje drzite u ruci. Od tih triju karata napravit ¢ete permutaciju tako da zbroj s otvorenom
kartom dade vrijednost trazene karte (kao $to je reCeno boja je jednaka kao na zadanoj karti). Od tri
karte moguce je uciniti Sest permutacija. Ako je razlika izmedu zadane i traZzene karte veca od Sest
onda se ona karta ¢ija je veca vrijednost daje kao zadana, a ¢ija je manja vrijednost kao karta koju
treba pogoditi. Pritom je vazno napomenuti da iza vrijednosti asa ponovno dolazi dvojka, dakle
2,3,4,5,6,7,8,9,10,decko, dama, kralj, as, dva, tri, Cetiri,..., itd. Budu¢i da se trik ne moze izvesti bez

matematickog znanja, tako se ne moze ni opisati bez matematiCkog objasnjenja.
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Matemati ¢ko objaSnjenje Sestoga kartaskoga trika

Kao $to je spomenuto, medu 5 karata prema Dirichletovom principu postoje barem dvije karte
jednakih boja. Boju trazene karte znamo prema zadanoj karti, a vrijednost trazene karte saznat
¢emo pomocu preostalih 3. S te tri karte mozemo odrediti brojeve od 1 do 6, primjenjujuci
permutacije.

Dogovorimo se da permutacije idu po jacini karata npr.:

5, 8, K —1.permutacija

5, K, 8 —2.permutacija

8, 5, K-3.permutacija

8, K, 5-—4. permutacija

K, 5, 8-5.permutacija

K, 8, 5-6.permutacija

Ako imamo jednake vrijednosti npr. 5, 8, 8 onda osmice razlikujemo prema boji. Najjaca boje je
herc, pa pik, pa karo, a najslabija je Zir.

5, 8#, 8& — . permutacija

5, 8v, 8# -2 permutacija
8¥, 84 5 -6.permutacija
Na skupu od 5 nasumce izabrane karte mogu demonstrirati cijeli postupak. Recimo da su to

sljedece karte: 8%, decko(B)¥, 5, 8, 10. Otvorimo 8% kao zadanu kartu, a deCka polozimo

zatvorenu na stol (karta koju valja pogoditi).
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2, 3,4,5 6, 7,8, 9, 10, B, D, K, AS
2 2 T i Lol 1
1 234 56728 9 10 11 12 13

Od karata 5, 8, 10 (¢ija boja u ovom slucaju nije vazna, buduci da su vrijednosti svih triju karti
razli¢ite) nac¢inimo onu permutaciju kolika je razlika izmedu trazene i zadane karte.

U ovom primjeru razlika izmedu decka i osmice je tri, pa ¢emo stoga napraviti trecu permutaciju
koja izgleda ovako: 8, 5, 10.

Problem nastaje ako je razlika izmedu karata istih boja (zadane i traZene) veca od Sest npr. kao u
slucaju 3%, decko(B)", 5, 8, 10. Razlika izmedu decka i trojke je 11, a tu je permutaciju pomocu
tri karte nemoguce izvesti. U tom slu€aju uzimamo vecu kartu kao zadanu, dakle decka, a trojku
(manju kartu) stavljamo na mjesto trazene karte. Tako ¢e razlika izmedu njih biti 5, te ¢emo
uciniti 5. permutaciju (10, 5, 8).

Tu je sadrzan matematicki pojam kongruencije. Kada prelazimo preko asa tj. broja 13 dobivamo

brojeve 14, 15, 16, 17, ...., no mi ga moramo vratiti u pocetni skup od 1 do 13, a to postizemo

pomocu kongruencije. Tako je 15 = 2(modl3) tj. 21 15 su u kartama 3.

Opéenito je a=b(modn) ako je a=b djeljivos n ¢j. n|a-b.
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Zaklju€ ak

Nadam se da sam uspjela dobro opisati i objasniti ovih Sest kartaskih trikova, te da ¢e svatko
kad procita ponudeni opis i sam moc¢i izvesti trik i razumjeti kako on «radi».
Prilikom sakupljanja materijala za radnju, odnosno pri pronalaZzenju kartaskih trikova imala sam
znatnih problema jer ne postoji adekvatna literatura. Vecina trikova koje ljudi znaju i izvode ne
nalaze oslonac u matematici, te su kao takvi meni bili nekorisni i nezanimljivi. To me nije
obeshrabrilo da ne dovr§im radnju, te se pokazalo da je moguce i bez literature kao Sto su
udzbenici, knjige, enciklopedije i razni drugi prirucnici (koji su uobicajeni izvor informacija
svake maturalne radnje) napraviti jedan ovakav rad.
Pri sakupljanju trikova od velike pomo¢i bili su mi prijatelji kojima ovim putem zahvaljujem.
Osim prijateljima zelim zahvaliti svom profesoru i mentoru Ratku Visaku, koji je nadgledao cijeli
rad i pomagao kad je trebalo.
Nadam se da ovi trikovi neée posluziti samo za obranu moje maturalne radnje. Primjenom ovih

od Sireg kruga ucenika.
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