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1. PREGLED SADRŽAJA NASTAVNE TEME
Nastavne jedinice su:

1) Matematička indukcija
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3) Aritmetički niz

4) Geometrijski niz

5) Diferencne jednačine

6) Granična vrednost niza

7) Geometrijiski red

MATEMATIČKA INDUKCIJA. NIZOVI
Matematička indukcija

Uvod
Bilo koje preslikavanje skupa svih prirodnih brojeva N u neki neprazan skup S naziva se niz. Drugim rečima, niz je preslikavanje kojim se :
               prirodnom broju 1 dodeljuje se njegova slika   
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Uobičajno je da se niz predstavlja samo svojim slikama, i to u obliku: 
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 često se kaže da je opšti član niza.
Empirijska indukcija

Indukcija je metod zaključivanja kojim se iz stavova koji se odnose na određen broj pojedinih slučajeva iste vrste izvodi jedan opšti stav,tj. stav koji se odnosi na sve slučajeve te vrste. Zbog zaključivanja koje se sprovodi na ovakav način, ova indukcija se zove empirijska ili nepotpuna indukcija. Pokazalo se da se takvom indukcijom dolazi kako do istinitih, tako i do neistinitih zaključaka, ali je njena uloga ipak značajna.

Uvod u matematičku indukciju
U matematici često treba ispitati tačnost formule olika:   
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,za svaki prirodan broj n. Kod formula oblika (1) može se postupiti na sledeći mačin: ako je (1) tačno zasvaki prirodan broj n, tada uz (1) imamo  i  
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, pa posle oduzimanja dobijamo 
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. Pored toga , za n=1, (1) se svodi na 
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). Važi i obrnuto tvrđenje. Tako da se dokazivanje jednakosti (1) može zameniti sa dokazivanjem predhodne jednakosti. Ovaj metod je veoma specifičan i može se primeniti na dokazivanje jednakosti (1),a može se i preformulisati tako da posluži kao osnova za tzv. metod matematičke indukcije. Umesto jednakosti (1) može se dokazati njoj ekvivalentan sistem koji se sastoji iz jednakosti    
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  … (3). Jednakost (2) ostavimo kakva jeste,a jednakosti (3) daćemo jedan drugi smisao. Naime, ako sa 
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 označimo formula (1) tada se jednakost (3) može interpretirati i na sledeći način: Ako je 
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 tačno. Zaista,ako je formula 
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 tačna za neko n, tada se može i levoj i desnoj strani te formule dodati član 
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, pa na osnovu (3) sledi: 
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, što je upravo formula 
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 za svaki prirodan broj n, dovoljno je dokazati sledeća dva tvrđenja: (4) formula 
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Princip matematičke indukcije
Pretpostavimo da je 
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 niz tvrđenja za koje važi:

a) tvrđenje  
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b) ako je tvrđenje 
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 tačno, onda je uvek tačno i tvrđenje 
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Tada je tvrđenje 
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Dokazivanje na osnovu principa matematičke indukcije, tj. metodom matematičke indukcije, ima široku i raznovrsnu primenu. Empirijskom indukcijom se mogu naslutiti neke formule koje zavise od prirodnog broja n, a metod matematičke indukcije omogućuje da se u mnogim slučajevima utvrdi da li je postavljena hipoteza tačna ili nije.

Primer 1.
 Dokažimo jednakost:           
[image: image40.wmf](

)

1

2

1

2

1

+

×

×

=

+

+

+

n

n

n

K

   … (1)
Ova jednakost je tačna za 
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. Pretpostavimo da je (1) tačno. Tada dodajući obema stranama te jednakosti izraz n+1, dobijamo 
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Međutim, 
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, pa (2) postaje: 
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, a to je tačno formula (1), gde je n zamenjeno sa n+1. Na osnovu principa matematičke indukcije zaključujemo da je (1) tačno za svako 
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Neki specijalni nizovi

Aritmetički niz
Realan niz 
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 naziva se aritmetički niz ako je razlika bilo koja dva susedna člana tog niza konstantna. Drugim rečima, niz 
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 je aritmetički ako postoji realan broj d takav da je: 
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Jednakosti (1) mogu se kraće napisati u obliku: 
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Broj d  obično se zove razlika aritmetičkog niza 
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Primetimo da je aritmetički niz 
[image: image53.wmf](

)

n

a

 potpuno određen svojim prvim članom 
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 i razlikom d jer jednoakost (2) daje indukcijsku definiciju niza 
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 i njegova razlika d. Tada se iz (2) za n=1 dobija, 
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 itd. U stvari, polazeći od jednakosti (2) nije teško izvesti formula za opšti član 
[image: image60.wmf]n

a


aritmetčkog niza 
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odakle posle sabiranja, izlazi: 
[image: image63.wmf](

)

(

)

d

n

a

a

d

n

a

a

n

n

×

-

+

=

×

-

=

-

1

,

1

1

1

     … (3)
Prema tome, aritmetički niz ima oblik: 
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Kako u formuli (3) učestvuju dva proizvoljna “parametra” 
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 i d, zaključujemo da je aritmetički niz potputno određen ne samo kada su poznati prvi član 
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 i razlika d već kada su poznata bilo koja dva međusobno nezavisna podatka od nizu. 
Primer 1. 

Treći član aritmetičkog niza 
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 četiri puta je veći od prvog, a šesti član je 17. Odrediti niz 
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Imamo  
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 tj. sistem jednačina: 
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, tj. traženi niz glasi 
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Niz svih prirodnih brojeva 
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 čini aritmetički niz sa prvim članom 1 i razlikom 1. U primeru metodom matematičke indukcije dokazali smo jednakost: 
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Izvedimo sada formula za zbir prvih n članova bilo kog aritmetičkog niza 
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Međutim,  na osnovu (4) je: 
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Primetimo na kraju da je pojam aritmetičke sredine dva broja u vezi sa aritmetičkim nizom. Naime, ako su a,b,c tri uzastopna člana aritmetičkog niza, tada je srednji aritmetička sredina krajnjih, tj. 
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Zaista ako su a,b,c tri uzastopna člana aritmetičkog niza tada postoji broj d takav da je: 
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. U vezi sa ovim je i tzv. Problem interpolacije kod aritmetičkog niza. Naime, ako između dva broja a i b treba umetnuti broj x tako da su a,x,b uzastopni članovi aritmetičkog niza, tada je, kao što smo videli, 
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Opštiji interpolacioni problem glasi: ako su a i b dva različita broja, umetnuti između njih m brojeva 
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 budu uzastopni članovi aritmetičkog niza.Ovaj problem se rešava tako što brojeve 
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 uzimamo tim redom za prvih m+2 člana aritmetičkog niza 
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Kako je 
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Geometrijski niz
Za realan niz 
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 kažemo da je geometrijski ako je količnik bilo koja dva uzastopna člana tog niza konstantan, tj. ako postoji broj q takav da je: 
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Broj q se naziva količnik geometrijskog niza. Na osnovu definicionih jednakosti (1), jednostavno se dolazi do formule za opšti član geometrijskog niza. Naime, množeći jednakosti     
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Geometrijski niz je potpuno određen poznavanjem dva međusobno nezavisna podatka o njemu; na primer, ako su poznati prvi član i količnik ili dva člana niza itd.

Izvedimo sada formula za zbir 
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Primetimo da se ova formula može izvesti pomoću matematičke indukcije.

Primer 1.

Koliko članova geometrijskog niza 
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Diferencne jednačine
Kao što smo videli, aritmetički niz 
[image: image149.wmf](

)

n

a

 potpuno je određen poznavanjem prvog člana I jednačinom:  
[image: image150.wmf]d

a

a

n

n

=

-

+

1

    
[image: image151.wmf](

)

K

,

2

,

1

=

n

    … (1), gde je d dato. Slično, geometrijski niz 
[image: image152.wmf](

)

n

a

 potpuno je određen poznavanjem prvog člana i jednačinom:      
[image: image153.wmf]n

n

a

q

a

×

=

+

1

          
[image: image154.wmf](

)

K

,

2

,

1

=

n

   … (2)  gde je 
[image: image155.wmf](

)

0

¹

q

 dato.

Uopšte, niz 
[image: image156.wmf](

)

n

a

 potpuno je određen poznavanjem prvog člana i jednačinom oblika: 
[image: image157.wmf](

)

n

n

a

f

a

=

+

1

   
[image: image158.wmf](

)

K

,

2

,

1

=

n

. Navedene jednačine su primeri tzv. diferencnih jednačina prvog reda. Opšta diferencna jednačina prvog reda glasi:  
[image: image159.wmf](

)

0

,

,

1

=

+

n

n

a

a

n

F

    
[image: image160.wmf](

)

K

,

2

,

1

=

n

;  opšta diferencna jednačina drugog reda glasi:  
[image: image161.wmf](

)

0

,

,

,

2

1

=

+

+

n

n

n

a

a

a

n

F

   
[image: image162.wmf](

)

K

,

2

,

1

=

n

  itd.

Rešiti diferencnu jednačinu znači odrediti sve nizove 
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Ako prvi član 
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Razmotrimo sada tzv.  opštu linearnu diferencnu jednačinu prvog reda sa konstantnim koeficijentima koja glasi:  
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Opšte rešenje jednačine (7) nam je poznato. Ono glasi:  
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Razmotrimo sada linearnu diferencnu jednačinu drugog reda sa konstantnim koeficijentima oblika:    
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Monotoni nizovi. Primene
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Zajedničko ime za sve takve nizove je monoton niz. Dakle, monoton niz može biti rastući, neopadajući, opadajući ili nerastući. Dokazali smo ranije da je svaki konvergentan niz ograničen. Obrnuto, ako je niz ograničen, on može biti ili konvergentan ili neodređeno divergentan, a ne može biti određeno divergentan. Međutim, ako je niz ograničen, a takođe i monoton, on mora biti konvergentan.
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U daljem tekstu navodimo nekoliko važnih primena stava o monotonom, ograničenom nizu.
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Prema tome: 
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Kako je  
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2. Dužina kružne linije. Razmotrimo pitanje definisanja i određivanja dužine kružne linije.
 Pretpostavimo da je u nekoj kružnoj liniji (K) upisan konveksan mnogougao 
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Povećavajući na taj način broj temena mnogougla upisanog u kružnu liniju (K), dobija se niz mnogouglova 
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Geometrijski red. Pojam beskonačnog reda    
Neka 
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Dokazali smo jednakost:  
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Jednakost ova dva definiše jedan nov niz 
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 Prema tome, ako je 
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Kako je 
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Jednakost (5) pokazuje da što više članova niza (1) saberemo, sve smo bliži broju 
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 To se piše ovako:   
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Geometrijski red je primer tzv. beskonačnog reda. Ako je 
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naziva se beskonačan red. Redu (8) pridružujemo niz 
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a) Ako je niz 
[image: image319.wmf](

)

n

s

 konvergentan i 
[image: image320.wmf]s

s

n

n

=

¥

®

lim

, kaže se da je red (8) konvergentan i da ima zbir s;
b) Ako  niz 
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c) Ako je niz 
[image: image326.wmf](

)

n

s

 neodređeno divergentan, kaže se da je red (8) neodređeno divergentan.
Sve u svemu, smisao “beskonačnog sabiranja”, izraženog oznakom (8), svodi se na potpuno definisan pojam konvergencije ili divergencije pridruženog niza 
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2. Priprema za čas obrade nastavnog gradiva

Nastavna tema: Matematička indukcija. Nizovi  
Nastavna jedinica: Geometrijski niz
Tip časa: Obrada
Oblik rada: Frontalni
Nastavna metoda: Ilustrativno-demonstrativna
Uvodni deo časa:
Ponoviti (verbalno):
Niz predstavlja funkciju koja preslikava skup prirodnih brojeva u skup realnih brojeva, odnosno 
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. Specijalna vrsta niza je aritmetički niz.

Definicija: Realan niz 
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Prvi član niza je 
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. Jedna od specijalnih vrsta nizova je i geometrijski niz.

Glavni deo časa:
Geometrijski niz

Definicija: Za realan niz 
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 kažemo da je geometrijski, ako je količnik bilo koja dva uzastopna člana tog niza konstantan, odnosno ako postoji broj q takav da je: 
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Broj q se naziva količnik geometrijskog niza.

Naglasimo da kod jednakosti (1) podrazumevamo da je 
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Formula za opšti član geometrijskog niza

Množeći jednakosti, koje smo dobili iz (1)     
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dobijamo sledeće:   
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[image: image348.wmf]n
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 je opšti član niza i pomoću formule (2), možemo odrediti bilo koji član tog niza, ako nam je poznat prvi član 
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Zadatak 1 

Odrediti geometrijski niz čiji je drugi član 24, a peti 81, a zatim naći njegov sedmi član.
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Traženi niz glasi:    
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Formula za zbir prvih n članova geometrijskog niza
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Posle množenja sa q dobijamo:   
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Ako oduzmemo ove dve  jednakosti ostali članovi će se nulirati i ostaje nam:


[image: image370.wmf]n

n

n

q

a

a

S

q

S

×

-

=

×

-

1

1

    tj.    
[image: image371.wmf](

)

(

)

n

n

q

a

q

S

-

×

=

-

×

1

1

1

    ili  


[image: image372.wmf]q

q

a

S

n

n

-

-

×

=

1

1

1

,     
[image: image373.wmf]1

¹

q

.
Specijalno, ako je  
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Zadatak 2  

Ako je prvi član geometrijskog niza 
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, a količnik tog niza je   -2, naći zbir prvih pet članova tog niza.
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Zadatak  3

Koliko članova geometrijskog niza  
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Za geometrijski niz se vezuje pojam geometrijske sredine.

Pojam geometrijske sredine

Neka su a,b,c tri uzastopna člana geometrijskog niza. Tada je 
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 Ako su a,b,c tri uzastopna člana pozitivnog geometrijskog niza, onda je srednji član b jednak geometrijskoj sredini krajnjih članova a i c. Obrnuto, ako izmrđu dva pozitivna broja a i c treba umetnuti broj b takav da su a,b,c tri uzastopna člana geometrijskog niza, onda je 
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       a,b,c   čine geometrijski niz
Zadatak  4
Zbir prva tri člana geometrijskog niza je 31, a prvi član je 1. Odrediti taj niz.
Kako je   
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Zadatak 5

Odrediti geometrijski niz ako je  
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Zavrsni deo časa:
Zadaci za domaći:

1. Odrediti geometrijski niz ako je zbir drugog i trećeg člana jednak 6, a četvrti član je za 24 veći od drugog člana.

2. Razlika četvrtog i prvog člana geometrijskog niza je 52, a zbir prva tri člana tog niza je 26. Naći zbir prvih šest članova.
Napomena:  Zadaci koji se ne urade na času, ostaju da se urade za domaći.

                                                      3. Literatura
· Jovan D. Kečkić: “Matematika sa zbirkom zadataka”, NAUKA , Beograd, 1999.
· Mr. Vene T. Bogoslavov: “Zbirka rešenih zadataka iz matematike 3” , Zavod za udžbenike i nastavn a sredstva Beograd.
· Srdjan Ognjanović: “Matematika 3”, KRUG, Beograd
· Milutin Obradović, Dušan Georgijević: “Matematika sa zbirkom zadataka za III pazred srednje škole”, BIGZ Beograd
· Operativni plan rada za pedmet MATEMATIKA u III razredu gimnazije prirodno matematičkog smera
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