Seminarski rad iz Matematic¢ke Analize 1:

PROBLEM POVRSINE I
ODREDENI INTEGRAL



1. PROBLEM ODREPIVANJA POVRSINE

U zaCetcima matematike jedan od osnovnih zadataka je bio
problem racunanja povrSine i volumena. PovrSina pravokutnika se
lako odreduje iz izmjerenih duljina stranica a i b jer je njegova povrSina
definirana kao produkt stranica, tj. P=ab. PovrSinu paralelograma i
trokuta moZemo mjeriti transformacijom pravokutnika, dok se bilo koji
mnogokut moZe podijeliti na trokute 1 tako mozemo izracunati njegovu
povrsinu.

Problem je §to se na ovaj nafin ne moze mjeriti povrsina bilo kojeg
lika, kojemu je jedan rub opisan krivuljom,. Takav jednostavan skup
nazivamo krivocrtnim trapezom. To je skup toCaka ravnine omedenih sa
tri strane duZinama, a s ¢etvrte strane krivuljom. Ve¢ pri izvodu povrSine
kruga moramo se koristiti aproksimacijama.

Arhimed, jedan od najve¢ih matematicara stare Grcke, se ve¢ u
tre¢em stoljecu prije nove ere koristio postupkom koji je kasnije nazvan
metoda iscrpljivanja ili ekshaustije. On je racunao povrSinu kruga
upisuju¢i mu 1 opisuju¢i pravilne mnogokute. Povecavajué¢i im broj
stranica, mogao je izrafunati povrSinu sa dovoljnom to¢nosS¢u. Koristeci
metodu ekshaustije i ravnoteze poluge Arhimed je izraCunao volumen
kugle i povrSinu sfere. Upisujuéi krugu pravilni 96-terokut naSao je
aproksimaciju 3%<7z<3%. Arhimeda mnogi smatraju duhovnim

zacetnikom infinitezimalnog racuna.

Matematic¢ari su na razli¢ite nacine pokusSali rijeSiti problem
ra¢unanja volumena 1 povrSine 1 1imali su metode prilagodene
konkretnom liku ili tijelu. Tek krajem 17.stolje¢a taj problem je rijeSen,
ali ne geometrijski ve¢ analitic¢ki.



2. POVRSINA KRIVOCRTNOG TRAPEZA I INTEGRALNE
SUME

Slicno kao 1 raCunanju povrSine kruga mozemo pri¢i i racunanju
bilo kojeg lika omedenog «glatkom» zatvorenom  krivuljom.
Horizontalnim 1 vertikalnim cijepanjem moZemo svaki lik podijeliti na
viSe krivocrtnih trapeza. Tako problem povrSine krivocrtnog trapeza
svodimo na racunanje povrSine ispod grafa neke funkcije.

Uzmimo neku funkciju f neprekinutu i pozitivhu na [a,b].
PovrSinu ¢emo aproksimirati pravokutnicima. Najprije odaberemo n-1
razli¢itu to¢ku iz intervala [a,b] tako da vrijedi

A=X0<X1<ee e <X 1<Xi< e <Xp.1<Xp=b

f(x)

=T |

a xi-1  xi b

Svaku takvu podjelu nazivamo subdivizijom i oznacavamo sa ||A||.
Duljina svakog intervala je AX;=Xj-Xj.1, a najvecu od tih duljina nazivamo
normom subdivizije i ozna¢avamo sa ||A]||.Nad svakim intervalom [X;j.q,Xi]
postavit cemo dva pravokutnika, jedan koji lezi ispod grafa, a drugi koji
ga premasuje.

Kako je funkcija f neprekinuta na [a,b] tada je neprekinuta i na
[Xi.1,Xi] 1 zato na tom intervalu poprima najvecu vrijednost M; i najmanju
vrijednost m;. Sada imamo pravokutnike kojima je jedna stranica duljine
AX;, dok im je druga stranica duljine m; ili M;. Sada mozemo povrsinu P ispod grafa
funkcije aproksimirati sumama

s=> MAX i S=) MAX
i=1 i=1

Sumu s nazivamo donjom sumom, a sumu S gornjom sumom. Za te
sume vrijedi

s<P<S



3. RIEMANNOV INTEGRAL

Neka je zadana ograni¢ena funkcija f na [a,b] i neka je izvrSena
subdivizija tog intervala. Kako je f ograni¢ena na [a,b] tada je
ograni¢ena i na svakom intervalu [X;.1,X;]. Na svakom tom intervalu
postoji infimum funkcijskih vrijednosti m; i supremum M;. Odaberemo
bilo koji broj k; iz i-tog intervala. Tada vrijedi
m,ﬁf(k,)SMl
MnoZenjem sa AX; i sumiranjem dobivamo sume s, ¢ i S za koje vrijedi

s= Y MAX <o =Y KA <> MAX =S
i=1 i=1 i=1
Te sume nazivamo:
s-donja integralna suma
c-integralna suma
S-gornja integralna suma

Cesto ove sume nazivamo Darbouxovim sumama. Razligitim
subdivizijama dobivamo razli¢ite donje i gornje sume, a integralnu sumu
mozemo mijenjati odabirom toc¢aka k; unutar svakog intervala. Skup svih
donjih suma ¢emo oznaciti sa 3 a skup svih gornjih suma sa ¥. Skup §
je ograni¢en odozgo, tj ima supremum, dok je skup ¥ ogranien odozdo i
ima infimum.

Za svaku ogranic¢enu funkciju f(x) na intervalu [a,b] postoje donji
integral, Ip=sup9 i gornji integral, Ig=inf¥.

Ako je Ip=Ilg tada taj broj nazivamo Riemannovim integralom
funkcije f(x) na intervalu [a,b] i oznadavamo sa

ID=IG:I=Tf(x)dx

Brojevi a i b su donja, odnosno gornja granica integrala, a
funkcija f(x) je podintegralna funkcija.

Definicija Riemannova integrala: Broj | je limes integralnih suma
o(ki, A;) kada ||A||—>0 ako za svaki €>0 postoji 6>0 takav da vrijedi
[|A]|<8 = [I-o]|<e
ili drugacije zapisano

| = lim o(k;,A) :_!:f(x)dx

Funkcije za koje postoji Riemannov integral nazivamo R-
integrabilnim funkcijama. Sve ograni¢ene funkcije nemaju R-integral,
ali svaka neprekinuta funkcija na nekom intervalu ima R-integral na tom
intervalu.



4. PRIMJER APROKSIMACIJE POVRSINE ISPOD KRIVULJE
PRAVOKUTNICIMA

Kao primjer aproksimacije povrSine ispod krivulje, tj.grafa
funkcije uzet ¢éemo funkciju f(x)=x? na intervalu [0,1]. Graf funkcije ¢e
biti nacrtan pomocu programa napravljena u pomocéu aplikacije
MATLAB 6.5. U programu imamo opcije za crtanje grafova vise
razli¢itih funkcija na odredenom intervalu, kao i opcije za upisivanje 1
opisivanje pravokutnika grafu odabrane funkcije. Takoder se moze birati
podjela zadanog intervala na odreden broj jednakih dijelova.

Upisani pravokutnici pri podjeli intervala na 10 dijelova:

SIE
Program
GRAF FUNKCWE DDABERITE FUNKCIU
1
08 =q[k]
p=sinlx]
08 ot
0.7
06 E
DDABERITE INTERWAL
0.5
oo g -
0.4
0.3 Do m =
L NACRTA) GRAF
0.1
: : : POBRISI GRAF
i) —"
o 01 0.2 0.3 L d 07 0.8 08 1
PODIELI INTERWAL NA 10 hd DIJELOWA
UPIEI PRAVOKUTHIKE | DPISI PRAVOKUTNIKE ‘ POBRIE| PRAVOKUTHNIKE |
Opisani pravokutnici pri podjeli na 10 dijelova:
J grafovi i ] |
' Program
GRAF FUNKCWE ODABERITE FUNKCIU

1

08
0.8
07
0.6
ODABERITE INTERVAL
05
R |
0.4
0.3

o2 HACRTA) GRAF

0.1
FOBRISI GRAF

1} D1 02 03 04 085 06 07 08 08 1

PODLELI INTERMWAL MA 10 i DIELOVA

UPIS| PRAVOKUTHIKE | OPISI PRAVOKUTNIKE | POBRISI PRAVOKUTHNIKE




+} orafovi
Program

Upisani pravokutnici pri podjeli intervala na 20 dijelova:
[Joaon

GRAF FUNKCLE

07 0.8 0s9

PODIEL! INTERWAL NA 20 = DMELDVA

UFISI PRAVOKUTHIKE | OPISI PRAVOKUTNIKE ‘ FOBRIS| FRAVORLUTHIKE

=101 x|

ODABERITE FUMKCIIU

ODABERITE INTERVAL

C—

(ul]

MNACRTA] GRAF

POBRISI GRAF

Opisani pravokutnici pri podjeli intervala na

Program
GRAF FUMKCLIE

DIELOWA

PODLIELI INTERWAL NA 20 hd

UFISI PRAVOKUTNIKE | OPISI PRAVOKUTHIKE ‘ FOBRIS| FRAVORLUTHIKE

20 dijelova:

=101 x|

ODABERITE FUMKCIIU

I
y=srt[x)
y=sin(x]
p=g"x

ODABERITE INTERVAL
N |

MNACRTA] GRAF

POBRISI GRAF




Upisani pravokutnici pri podjeli intervala na 100 dijelova:

5l
Program
GRAF FUMKCLIE ODABERITE FUNKCLIU

1

s

0g

a7

0E

ODABERITE INTERWAL

e TR

05
0.4
03
L MNACRTA) GRAF

0.1
POBRISI GRAF

1] 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0B 07 0.8 09 1

PODIELI INTERMWAL MA 100 hd DLELOVA

UFIS1 PRAVOKUTHIKE ‘ OPISI PRAVOKUTNIKE ‘ FOBRIS| PRAVOKUTHIKE |

Opisani pravokutnici pri podjeli intervala na 100 dijelova:
=l

Program
GRAF FUMKCWE ODABERITE FUNKCLIU

1

0.9
0s
o7
0.
ODABERITE INTERVAL
0.5
e O
0.4
0.3

o2 MHACRTA) GRAF

0.1
FOBRISI GRAF

PODIELI INTERMWAL MA 100 hd DIJELOMVA

UFIS| PRAVOKUTHIKE ‘ OPISI PRAYOKUTNIKE ‘ FOBRISI PRAVOKUTHIKE |

Iz ovih slika se vidi kako se donja i gornja suma priblizavaju
pravoj vrijednosti povrSine kako se podjela intervala povecava, tj. kako
se norma subdivizije ||A|| smanjuje. Kada ||A||>0 se sume izjednacuju i
dobivamo Riemannov integral funkcije f(x)=x* na intervalu [0,1].



1
o)

Program

OD&BERITE FUNKCLIL

GRAF FUNKCIJE

ODABERITE INTERWAL

oD

NACRTAI GRAF

FOBRIS| GRAF

DIJELOWA

i}

PODWELI INTERWAL N4

UPIS] PRAYOKUTNIKE ‘ OPISI PRAVOKUTHIKE | POBRIS! PRAYOKUTHIKE |

=10l

ivene istim programom

Tu su joS neke slike dob

[-) orafo
Program

ODABERITE FUNKCIIL

GRAF FUMECLIE

ODABERITE INTERMWAL

oD

Do

MACRTA) GRAF

POBRIS! GRAF

DLIELOMWA,

30

PODMELI INTERVAL N

UPISI PRAVOKUTHIKE | OPISI PRAYOKUTHIKE ‘ FOBRIS| PRAVOKUTHNIKE |

X na intervalu [-1,1]

f(x)

Program

ODABERITE FUNKCIL

GRAF FUNKCWE

ODABERITE INTERWAL

oD

oo

NACRTAI GRAF

POBRISI GRAF

DUELOVE

PODIJELI INTERVAL NA

UPIS| PRAVOKUTNIKE | OPI5I PRAVOKUTNIKE ‘ POBRISI PRAVOKUTHIKE |

1
O

Program

ODABERITE FUNECHU

GRAF FUNKCIE

ODABERITE INTERWAL

oD

oo

MACRTA) GRAF

POBRISI GRAF

DWELDVA

20

PODMELI INTERVAL N

UPISI PRAVOKUTHIKE | OPI51 PRAVOKUTHIKE ‘ POBRISI PRAVOKUTNIKE |

e* na [-1,1]

f(x)
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